
Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Ôèíàë. Ãðàíä�ëèãà.

24 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ m, n, òàêèå ÷òî n5 + n4 = 7m − 1.
2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé çíàìåíàòåëü â íåñîêðàòèìîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè êîýôôèöèåíòà ïðè x ó öåëîçíà÷íîãî ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè. Íàéäèòå d2008/d2007.

(Ìíîãî÷ëåí f(x) íàçûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè ïðè ëþáîì öåëîì x ÷èñëî f(x) öåëîå.)
3. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè I, H, M è F ÿâëÿþòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè,

îðòîöåíòðîì, ñåðåäèíîé ñòîðîíû BC è òî÷êîé êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíî-

ñòüþ äåâÿòè òî÷åê, ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ∠BIM − ∠CIM = 3
2(∠ABC − ∠ACB).

Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå HF ðàâíî ðàäèóñó âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

4. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

P è ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî îêðóæíîñòè S1 è S2 â òî÷êàõ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M �

ñåðåäèíà îòðåçêà XY . Ïðÿìàÿ QM ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî S1 è S2 â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå,

÷òî AM = BM .

5. Íà äîñêå íàðèñîâàíà îêðóæíîñòü. Äâîå èãðàþò â èãðó. Ó êàæäîãî èãðîêà åñòü ïî n ≥ 2
ôëàæêîâ. Îíè âòûêàþò ïî î÷åðåäè ôëàæêè â åùå íåèñïîëüçîâàííûå òî÷êè îêðóæíîñòè.

Ïóñòü âñå ôëàæêè âîòêíóòû. Êðàñíîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé áëèæàéøèé ê

íåé ôëàæîê � êðàñíûé, à ñèíåé � òàêàÿ, áëèæàéøèé ôëàæîê ê êîòîðîé ñèíèé; îñòàëüíûå

òî÷êè íåéòðàëüíû. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, äëÿ êîòîðîãî ñóììà äëèí äóã åãî öâåòà áîëüøå.

Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

6. Ìíîãî÷ëåí a2007 + b2007 ïðåäñòàâèëè â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííûõ u = a + b è

v = ab. Íàéäèòå ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
7. Â êâàäðàòå 2007×2007 çàêðàøåíû íåêîòîðûå êëåòêè, ïðè÷åì â êàæäîì êâàäðàòèêå 4×4

çàêðàøåíà õîòÿ áû ïîëîâèíà êëåòîê. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ

êëåòîê.

8. ×åëîâåê ñòîèò â ëåñó è çíàåò, ÷òî ïðÿìîëèíåéíàÿ äîðîãà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 êì

îò íåãî. Ñìîæåò ëè ÷åëîâåê íàéòè äîðîãó, ïðîéäÿ ìåíüøå 6,5 êì?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x1, . . . , xn+1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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10. Íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ ñîåäèíåíû m äâóñòîðîííèìè áåñïîñàäî÷íûìè àâèàëèíèÿìè.

Äîêàæèòå, ÷òî àýðîïîðòû ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâóìÿ êîìïàíèÿìè òàê, ÷òîáû õîòÿ

áû m/2 ðåéñîâ âûïîëíÿëîñü ìåæäó àýðîïîðòàìè ðàçíûõ êîìïàíèé.



Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Ôèíàë. Ïðåìüåð�ëèãà.

24 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ m, n, òàêèå ÷òî n5 + n4 = 7m − 1.
2. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n�óãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ÷åðíûå è áåëûå ôèøêè. Ïðè êàêèõ

n îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òðè ôèøêè îäíîãî öâåòà, ëåæàùèå â âåðøèíàõ ðàâíîáåäðåííîãî

òðåóãîëüíèêà?

3. Íàáîð ÷èñåë a, a + 1, a + 2, . . . , a + k íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Äâà

îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà, êàæäûé äëèíû 2007, ïîäïèñàíû îäèí ïîä äðóãèì. Äîêàæèòå,

÷òî òàê ìîæíî ïåðåñòàâèòü ÷èñëà â êàæäîì èç îòðåçêîâ, ÷òî ïîñëå ñëîæåíèÿ ÷èñåë, ñòîÿùèõ

äðóã ïîä äðóãîì, ñíîâà ïîëó÷èòñÿ îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

4. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

P è ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî îêðóæíîñòè S1 è S2 â òî÷êàõ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M �

ñåðåäèíà îòðåçêà XY . Ïðÿìàÿ QM ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî S1 è S2 â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå,

÷òî AM = BM .

5. N íàòóðàëüíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íåíó-

ëåâîé ðàçíîñòüþ, âûïèñàíû â ñòðî÷êó áåç ïðîáåëîâ. Çàòåì ïåðâóþ öèôðó ïîëó÷åííîãî ðÿäà

öèôð ïåðåíåñëè â êîíåö è ïîëó÷èëè äðóãóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ñîñòàâëåííóþ èç

äâóçíà÷íûõ ÷èñåë è çàïèñàííóþ áåç ïðîáåëîâ. Íàéòè íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB, BC è CD ðàâíû, äèàãîíàëè ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå E è èìåþò ðàçíûå äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî AE = DE òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ∠BAD + ∠ADC = 120◦.
7. Â êâàäðàòå 222×222 çàêðàøåíû íåêîòîðûå êëåòêè, ïðè÷åì â êàæäîì êâàäðàòèêå 4×4

çàêðàøåíà õîòÿ áû ïîëîâèíà êëåòîê. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ

êëåòîê.

8. ×åëîâåê ñòîèò â ëåñó è çíàåò, ÷òî ïðÿìîëèíåéíàÿ äîðîãà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 êì

îò íåãî. Ñìîæåò ëè ÷åëîâåê íàéòè äîðîãó, ïðîéäÿ ìåíüøå 7 êì?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x1, . . . , xn+1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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10. Íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ ñîåäèíåíû m äâóñòîðîííèìè áåñïîñàäî÷íûìè àâèàëèíèÿìè.

Äîêàæèòå, ÷òî àýðîïîðòû ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó äâóìÿ êîìïàíèÿìè òàê, ÷òîáû õîòÿ

áû m/2 ðåéñîâ âûïîëíÿëîñü ìåæäó àýðîïîðòàìè ðàçíûõ êîìïàíèé.


